Mathématiques Les structures algébriques

Structures algébriques

1 Groupes

Définition 1.1
On appelle loi de composition interne sur un ensemble G toute application de G X G dans

G.

Définition 1.2

On dit que un ensemble G muni d’une loi interne x est un groupe ssi :

— % est associative : Vx,y,z,€ G, (x*y) * z = * (y * 2)

— G admet un élément neutre pour x : deq € G,Vxr € G, x xeq = eg *xx = .

~ Tout élément de G admet un symétrique pour x :Vr € G,y € G,xxy =y *xx = eg..
On dit que (G, *) est abélien (ou comuutatif) ssiVr,y € E, xxy =y * .

» Remarque : Unicité de I’élément neutre et du symétrique.

» Différentes notations :
— loi additive : 0, —x
— loi multiplicative : 1, 27 1.

» Exemples : (U, x), (C([a,b],R), (GL,(K), o).

Définition 1.3 (Sous-groupes)
Soit (G,*) un groupe et H C G. On dit que H est un sous-groupe de G ssi l'une des
propositions équivalente est satisfaite :

e€c H.

La loi est interne sur H : Y,y e H, xxy € H. {H;«é(l)
<
Ve e H z~' € H.

» Remarque : Un sous-groupe est un groupe.
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2 Anneaux

Définition 2.1

Soit A un ensemble muni de deux lois internes 4, .. On dit que A est un anneau ssi :
— (A, +) est un groupe abélien.

— . est associative et admet un élément neutre noté 1 (Vo € A, 1l.x =x.1 =x).

— . est distributive sur +.

— A admet un élément neutre pour .

On dit que A est commutatif ssi . est commutative.

» Exemples : (C([a, b, R), +, ><), (M, (K), +, x).

Proposition 2.2 (Formule du binéme d Newton)

Soit (A, +,.) un anneau et (x,y) € A? tels que vy = yx alors :

VneN, (z+y)" = (Z) zhyn k.
k=0

Proposition 2.3 (Formule de factorisation dans les anneaux)

Soit (A, +,.) un anneau et (x,y) € A? tels que vy = yx alors :

n—1
VneN, z"—y" = (r—y) Zxky”_l_k.
k=0

3 Algébre

Définition 3.1

Soit A un ensemble K un corps. On dit que A est une algébre ssi :
- (A, +,.) est un K-ev,

— (A, +, X) est un anneau communtatif.

- Vr,ye A, VA eK, Az xy)=(Azx)xy=xx(\y).

» Remarque : Nous reverrons la notion d’espace vectoriel dans le prochain chapitre.

Définition 3.2

Soit A une algébre sur le corps K et B C A. On dit que B est une sous- algébre de A
881 :

- (B, +,.) est un K-sev,

- Va,y € B, x xy € B (la loi x est stable sur B.)
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» Remarque : Une sous-algeébre est une algébre.

Exemples :

— C([a,b],R), M, (K).

4 Corps

Définition 4.1

Soit K un ensemble muni de deux lois internes +, .. On dit que K est un corps ssi :
- (K, +,.) est un anneau.

- 0 # 1k

— Tout élément de K \ {0} admet un symétrique pour la loi .

On dit que K est commutatif ssi . est commutative.

» Ex : C est un corps, (C([a, b, R), +, ><) n’est pas un corps.

5 Applications

Définition 5.1

On appelle application la donnée deux deux ensembles E,F et f : E — F.
On dit que f est injective ssiVr,y € E, f(x) = f(y) =z =y.

On dit que f est surjective ssiVy € F,3x € Ey = f(z).

On dit que f est bigective ssi elle est injective et surjective.
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