PST 2011-2012 Mathématiques Correction DL n°02

Exercice 1

On notera pour les différents exemples C7, Cs, C3 les colonnes de la matrices.

1. Dans cet exemple, on a C; = —Cy, 2C, = C5 donc rg(A) < 1 et €} # 0 donc |rg(A) = 1.

D’aprés le théoréme du rang, dim Ker (A) =3—1=2et comme C; +Cy =0et 2C; —C3 =0
on a |Ker (A) = Vect ((1,1,0),(2,0,—1)).

. Dans cet exemple, on a Cy = 0, 2C; = C5 donc rg(A) < 1 et C; # 0 donc |rg(A) = 1.
D’aprés le théoréme du rang, dimKer (A) =3 —1 =2 et comme Cy =0 et 2C; — C5 =0 on
a|Ker (A) = Vect ((1,1,0),(2,0,-1)).

. Dans cet exemple, on a C; + Cy + C3 =0, (Cy, Cy) libre donc |rg(A) = 2.
D’aprés le théoréme du rang, dimKer (A) =3 —2 =1 et comme C; + Cy + C5 = 0, on a

Ker (A) = Vect ((1,1,1)) |
. Ona:

—3a 1—4a —-1+4a
M, = —3a —2—a 2+4a
—3a —2—a 2+a

— On constate que la ligne 2 est I'opposée de la ligne 3 : Le rang est au plus 2.

— Sia # 0 laligne 1 et la ligne 2 sont proportionnelles si et seulement si elles sont égales (cf
la premiére colonne) et donc si et seulement si 1 — 4a = —2 — a, ce qui équivaut a a = 1.
— Sia¢ {0,1} le rang est 2

-3 -3 3
— sia =1 le rang est au plus 1, et méme exactement 1 car alorsona | —3 —3 3 | non
-3 -3 3
nul.
0 1 -1
— Sia=0On ala matrice | 0 —2 2 de rang 1.
0 -2 2
[ 1siae{0,1}
18 (Ma) = { 2 sinon

Exercice II

. H est un sev de R3 dont une famille génératrice est ¢; = (—1,1,0) et eo = (—1,0,1) car pour
tout vecteur (z,y,2) € H, (x,y,z) = ye; + zes. Cette famille est clairement libre donc ¢’est
une base de H, H est donc de dimension 2 dans R3; (géométriquement c’est un plan!)

. Par définition K est un sev de R?® de dimension 1, donc dim H + dim K = 3 = dim R3.

De plus si (z,y,2) € HN K alors il existe A € R tel que (z,y,2) = A(1,1,0),et c+y+2=10
donne A =0 donc H N K = {0}.

Donc comme on est en dimension finie, on peut conclure que H @ K = R3.

. On raisonne par analyse et synthése :
Analyse : Pour un vecteur X = (z,y, z) on cherche X = X; + X5 avec X; € H et X, € K.
On traduit d’abord que X, € K alors il existe A € R, Xy = A(1,1,0).
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Alors X7 = X — X, € H se traduit par, comme X; = (x — A\ y—\2), 2 —A+y—A+2=0
donc A = %(x+y+ z).
Ceci est la fin de ’analyse.

Synthése : Soit X = (z,y,2) € R? on pose X, = %(z +y+2)(1,1,0) et X; =X — Xs.

Alors de maniére évidente, Xy € K car il est colinéaire au vecteur U et X = X; + Xo.

11 reste a vérifier que X; € H. Or X; = (z,y,2) — %(m +y+2)(1,1,0) = %(w —y—z,—z+

Yy — z,22).
Alorson a bien (r —y —2)+ (-2 +y—2) +2z=0donc X; € H.
Conclusion : VX = (1,9, 2) € R?, X = X; + X, avec

Xl:%(x_y—z,—x+y—z,2z)eHetXQZ%(x+y+2)(1,1,0)€f(-

On a donc p la projection sur H parallélement a K qui est donnée par

p:RS%Rg,(x,y,z)H%(m—y—z,—x—i—y—zﬂz)

et s la symétrie par rapport & H parallélement & K qui est donnée par (s = 2p — Idg),

s:R3 = R3 (z,y,2) — 1(—y—z,—av—z,z).

2
1 -1 0
4. La matrice de p dans la base canonique de R? est donnée par : P = % —1 1 0 |etla
0 0 2
0 -1 -1
matrice de s dans la base canonique de R? est donnée par : S=| -1 0 -1
0o 0 1

On vérifie bien que P? = P, c’est a dire que P est un projecteur et S? = I5 c’est a dire que S
est une symétrie.
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Probléme

On note B = (e}, €5, e3) la base canonique de R3.

Partie I :
1. On permute les colonnes 1 et 2 sans changer le rang de la matrice, ensuite Cy <— Cy — 4C' et
4 0 0
C5 + (C3+C1 alors on obtient la matrice suivante qui ale méme rangque M : | —4 -2 1
8 -2 1

Cette matrice est évidemment de rang 2, donc M est de rang 2 engendré par exemple par la
famille (m(e1), m(e2)) ou encore (8¢; — 9es + 15e3, €1 — €2 + 2e3).

2. Pour déterminer Ker (m), aucune combinaison linéaire des colonnes évidente n’apparait. On
détermine Ker (m) alors par un systéme.
Soit X = (z,y,2)5 € R3.

dr+y— 2 = 0 — e
X € Ker (m) ssi ¢ —18x —4y+5z = 0 ssi { % 4 B 0 v
30z +8y—T72 = 0 y =

Donc Ker m est une droite vectorielle engendré par 1 = (1, -2, 2).

Pour Ker (m — Id), on remarque que

15 4 -4
M-Is=1 =18 =5 5
30 8 -8

En notant (C7,Cs, C3) les colonnes de cette matrice, on remarque que (C,Cy) est libre et
Cy + C3 = 0 donc rg(m — Id) = 2 et d’aprés le thm du rang dimKer (m — id) = 2 et
Ker (m —id) = Vect (g9) avec 9 = (0,1, 1)5.

Donc Ker (m — id) est une droite vectorielle engendré par o = (0,1, 1).

Enfin, sur la matrice M — 415, aucune combinaison linéaire simple des colonnes n’apparait.
On résoud alors le systéme.

Soit X = (z,y,2)5 € R3.

120 +4y—42 = 0
X € Ker (m —4id) ssi —18z =8y +52 = 0
0z +8y—11z = 0

. 122 — 62 = 0

55t 122 +4y—4z = 0

. { z = 2z
SS1
y = —x

Donc Ker (m — 4id) est une droite vectorielle engendrée par e3 = (1, -1, 2).

3. On considére P la matrice de la famille (g1,e5,¢3) dans la base canonique de R3. On a :

1 0 1
-2 1 -1
2 1 2

On calcul le déterminant de P en le développant par rapport & la premiére ligne ou par la
méthode de Sarrus :
det(P)=1x (3)+1x(—4)=—-1#0.
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Donc P est inversible, ainsi (1, T, 73) est une base de R3. P représente la matrice de passage
de la base canonique a la base (g1, &9, €3).

4. On remarque que m(ey) = 0, m(ea2) = 9 et m(e3) = 4e3 donc la matrice de m dans la base

(€1,€9,€3) est donnée par : D =

o O O
o = O
- O O

5. On a M = matg(m) et D = matg (m) avec B = (e1, eq,€3) et B' = (e1,€9,¢€3), de plus P est
la matrice de passage de la base canonique a la base (g1, €9, €3),
le théoréme de changement de base nous permet d’affirmer que M = PDP~.

0 0 0
6. Les puissances de D sont : pour tout nde N, D=1 0 1 0
0 0 47

De plus par récurrence, on a pour tout n de N, M™ = PD"P~1; Il faut donc calculer P71, la
-3 -1 1
méthode du pivot, par exemple, donne : P~ = -2 0 1
4 1 -1

4ntl 4m —4m
On a alors aprés calculs : pour tout n de N, M™ = —2 — 4l yn 1y

—2 4247t 2 4n 1 — 24"
Partie I1

1. endomorphisme id commute avec m, donc C'(m) est non vide.
Soit (f,g) € C(m)*, X € R alors

(Af+g)em = Afem+gom
= dmof+mog carf,ge C(m)
= mo(Af)+mog
= mo(Af+yg)

donc A\f + g € C(m).
Donc C(m) est non vide et stable par combinaison linéaire, ¢’est donc un sev de L(R?).

a b c
2. Supposons que A= | d e f |,aveca,b,cd,e,f g h, €R.
g h 1
0
e

0 0
Alors DA = d f ], et
4g 4h 4i
0 b 4c
Alors AD =1 0 e 4f
0 h 4
Donc DA = AD ssi ) 0
c=0
d=20
f=4f
g=20
4h = h
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ssi A est diagonale.
Conclusion : une matrice de M3(R) commute avec D si et seulement si elle est diagonale.

3. C(m) est en bijection avec les matrices diagonales de M3(R), il est donc de dimension 3.

4. Une base des matrices diagonales de M3(R) est :
1 00 000 000
hh=1000], do=|010], d6=1000
0 00 0 00 0 01

Ainsi une base de C(M) est donnée par : A} = P§; P71, Ay = P6P7! et Ay = Po3P~! et
une base de C'(m) est donnée par les endomorphismes canoniquement associés A A A et
A3.

5. {P(m)/P € Ry[X]} est inclus dans C(m), car toute puissance de m commute avec m et
I'identité aussi.
D’autre part dim C'(m) = 3 et {P(m)/P € Ry[X]} = Vect (I3, m, m?) or la famille (I3, m, m?)
est libre dans £(R?) (on peut le vérifier a 'aide des matrices....)
Donc {P(m)/P € Ry[X]} € C(m) et dim C(m) = dim{P(m)/P € Ry[X]},
donc {P(m)/P € Ry[X]} = C(m).

Partie ITI

1. C’est la matrice de passage vu dans la premiére partie, elle est donc inversible.
2. (a) A?= (P7INP)(P'NP)= P IN?P=P'MP=D.

Donc A% = D..
(b) AD = AA% = A’A = DA donc A commute avec D.
a 0 0
(c) A est donc diagonale A= | 0 b 0 |,aveca®=0,b*=1et * =4.
0 0 ¢

Donca=0,b==41et c==+2.
Les valeurs possibles de A sont donc :

00 0 0 0 0 00 0 0 0 0
o20/|,l0o-=201],l02 0o |,l0o -2 o0
00 4 0 0 4 00 —4 0 0 —4

3. X est solution de X2 = M ssi X = PAP~!, avec A décrite au-dessus.
Ainsi, il y a 4 solutions a I’équation.
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