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Premiére épreuve, Partiel

Partie 1.

1.1. D’apres la formule du binéme,

zn:<z> — (141" =2"

k=0
1.2. On adonc Vn e N, a; = 1.

1.3. Les séries Z an et Z a, sont grossierement divergentes.
n=0 n>0
2.1. La formule du binéme indique que

. 1
VneN, a;, = Q—n(z+ "
2.2.1. On sait calculer les sommes géométriques. La raison z étant différente de 1,
S= T
z
11—z

Pour |z| <1 ce terme admet une limite. Z a, converge et

n=0
> 1
Az) = 2k =
(2) =) & =1—
n=0
2.2.2. On a Z;rl‘ < H;' <1let Z a;,, est donc aussi une série géométrique convergente de somme
n=>0
1 2
* _ _
Za”_ 1 _ zfl T 1— 2 = 24()
n=0 2

2.3.1. La série Z an est grossierement divergente (terme général qui n’est pas de limite nulle).
n=0
2.3.2. Si z = —2 alors a;, = (—1/2)" est le terme général d'une série géométrique convergente.

2.3.3. (a}) est une suite géométrique de raion r = 4 _ cos(/2)e??/2. Comme 6 €]0, 7|, |r| €]0,1[ et

2
k
E a,, converge et
n=0

=, 1 2 ie0/2 _cos(0/2)
DRI UK T
—r l—e sin(0/2) sin(0/2)

Partie II.
1.1.1. On a

k; =

1.1.2. Par croissance comparées, on a donc

<n> nn—1)...(n—k+1) n®
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1.2. ¢ étant fixé, Sy(n,a) est alors une suite finie de suites de limite nulle et

lim Sy(n,a) =0

n——+oo

1.3. Soit € > 0. Comme a est de limite nulle, il existe un rang q tel que Yk > ¢, |ag| < €/2. La suite
Sq(n,a) étant de limite nulle, il existe ng tel que Vn > ng, |Sy(n,a)| < /2. On a alors

* 1 n n g 1 - ny\e
Vn > no, Jay| = |Sy(n.a) + ~ <k>“’f Syt _Z <k>2

k=q+1

Comme Z <Z> < Z <Z> < 2", on a finalement

Vn = ng, |a| <e
et on a montré que

lim a;, =0
n—+o0o

a;—z:;fj@)(ak—o

k=0

1.4. On a

et on se ramene au cas précédent (a, —{ — 0). Ainsi

lim a; =1
n—-+0oo

1.5. Sia, = (—2)" alors (a}) est une suite convergente de limite nulle alors que (ay,,) est une suite divergente.
Il n’y a donc pas équivalence entre les convergences de (a,,) et de (a},).
2.1. Un calcul au brouillon (non reporté) donne

Uy =5y, Uy =259+ 51, Uy = S5 + 351 + 35y, Ug = S3+ 455 + 651 + 4.5
2.2.1. On peut donc supposer que
" /n+1
U, = S
> (i)

2.2.2. La formule précédente est vraie pour n = 0,1, 2,3. Soit n > 3 tel que la formule soit vraie jusqu’au

rang n — 1. On remarque que
n
n
Un = 2”Tn = 2Un71 + kz_o <k‘> ag

On utilise alors la remarque de 1’énoncé pour exprimer a; a ’aide de S et Si_1. En réordonnant les
termes (on scinde la somme en deux et on réindice), on obtient

(D=5 (()- (5 s

Avec ’hypothese de récurrence au rang n — 1, on a donc

() ()

La formule (kil) + (Z) = (Zi%) permet alors de montrer le résultat au rang n.
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2.3. On suppose que Z a, converge et on note S sa somme. On a donc S,, — S quand n — +oo. Avec la

n=0

question précédente, on a
n

Up-1= Z (Z) Skt1 = Z (Z) Sk+1 — 51

k=1 k=0

Comme S,11 — 5, la question I1.1 indique que
n

. 1 n
Jm o) (k) St =5

Up—1+51
271

— S ou encore T),_1 = % — 25. La série E a;, converge et

n=0

ce qui donne

o0 oo
E ay =2 g an
n=0 n=0

2.4. Si ap, = (—2)" alors E an, diverge alors que g a, converge. Les séries g ay, et E a, n’ont donc
n=>0 n=0 n=0 n=0
pas toujours méme nature.
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