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A rendre le lundi 28 novembre

Seule la partie I est obligatoire!
PROBLEME

L’objet de ce probléeme est d’obtenir une méthode de calcul approché d’une intégrale.

Dans tout le probleme f désigne une fonction continue sur le segment [a, b].

b ; a (f(a) + f(b)) et quel que soit n > 2 :

On définie la suite (T,),>1 par T3 =

1= (L@ X fa e kY 4 L),
k=1

Pour simplifier ’écriture on notera pour tout k =0...n, ax =a+ kb —a

b
Enfin, on pose I = / f.
a

Partie I

1. Convergence de la suite (T,).

(a) Quelle est la limite de la suite (T3,) ?

b
b) —
(b) Calculer : / (M(t —a)+ f(a)) dt
o b—a
(¢) Que représente T7 dans le cas ou f est a valeurs positives ? Comment peut-on interpréter T, ?
2. Vitesse de convergence de la suite (T5,).
Dans cette question, on suppose que f est de classe C? sur [a, b].

b
(a) Etablirque:%/(tfa)( F(t) dt = /f £)dt — ( —a)f();_f()

_ 33
b) En déduire que : dt — (b—a fla) + 1) < My (b—a) ,ou My = sup |f’(x)|. On justifiera
2 12
z€[a,b]

lexistence de Ms.

(¢) Déterminer une majoration de |I — T,| en fonction de a, b, n et Ms.

1
1+

n—1
3 1 1
-~ < —.
(4n+;n+k)’ 6n?

(b) A partir de quelle valeur de n obtient-on ainsi une valeur de In2 & 10=2 pres ?

3. Exemple : On prend ici a =0, b =1 et f définie par : Va € [0,1], f(z) =

(a) Etablir, & laide de ce qui précede que pour n >

Partie I1
Pour p € N, on définit la suite B;, de polynémes par :
(i) Pour tout t € R, By(t) = 1.
1
(ii) Pour p e N* et t € R, B, (t) = pB,_1(t) et / B, (t)dt = 0.
0
Enfin, on note b, = B,(0).
1. Etude des polynémes B,.

(a) Déterminer les polyndémes By, Bs ainsi que by et bo.

(b) Montrer que pour p > 2, on a b, = B,(1).
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(¢) Soit p > 1, exprimer pour tout k € {0,...,p}, B*)(0) en fonction de bp—k-

D
. . p —k p p!

> — P R S—

(d) Etablir que, quel que soit p > 1, B, kg . (k) b X avec (k) H(p— k)]

p—1
Ly p
En déd > 2, g by = 0.
(e) En déduire que, pour p 2 <k> k

(f) Pour p € Net t € R, on définit Bp(t)~: (=1)?B,(1 — t). Montrer que la suite de polynomes B, vérifie les
relations (i) et (ii). En déduire que B, = B,,.

(g) Montrer que pour p € N*, on a bypiq1 = 0.

(h) Déterminer Bj et by.

2. Formule d’Euler Mac Laurin : Soit g € C*°([0, 1], R).

1 1 1
(a) Montrer 1’égalité :/ g:/ Bo(t)g(t)dt = %(g(O)+g(1)) —/0 Bi(t)g'(t) dt.

(b) Pour n > 2, montrer I’égalité :

1
;( (0) + g(1 )) / t) dt + Z (q 1)(1) _ g(qfl)(o)) + (71)n+1/ Mg(”)(t) dt.

0 n!

(¢) En déduire que, pour p > 1, on a I'égalité :

1
(g(0)+g( )) / dt+z (2; 1) (1) — g(2j71)(0))+/0 %g(%ﬂ)(t)dt.

N =

Partie III

Dans cette partie, f est une fonction de classe C* sur le segment [a, b].

1. Formule d’Euler Mac Laurin pour f.

(a) Soit p > 1, en utilisant la fonction g(t) = f(a + t(b — a)), établir I’égalité :

b— P ) h— q)2ptl b _
I— ( . a) 227] (b—a)% f(2] 1)( )_f(2y—1)(a))_((2pcj21)!/a B2p+1(§72)f(2”+1)(x) dz.
(b) En déduire que :
b— P , b— q)2Pt2
- E5 2 @ + 0 Z# (b= (F70 () - ;¥ D (@) < (<2pa+)1>!M2p“52p“’

avec Mop1 = m[a)%} |f(2p+1)(x)| et Bopr1 = m[m%] ‘B(2p+1)( ).
x€|a,

2. Développement limité de T,.

(a) Soit p > 1, montrer & l'aide de la question précédente que :

b%‘;)%(f@j—l)(b) FeID(g)) 4 0(%)

b
T —n—+oo I+Z 2j n

(b) Qu’obtient-on pour p =27
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