PSI 2011-2012 Mathématiques Correction DL n°10

Correction du PROBLEME

Partie I

1. Pour x =0, f,(z) =0 donc Z fn(0) converge.

n>1

Pour z > 0, f,(x) —71- > donc d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs
x

n—;\-.‘:-oo na
et le critere de Riemann (puisque av+ 1 > 1), Z fn(z) converge.

n>1

Donc Z fn converge simplement sur [0, 400].
n=1

2. Soit n € N*, f,, est C! sur [0, +oo[ et Vo € R* :
2

1 1—nx
! =
fa(z) n® (1 + na?)?

Donc f, est croissante sur [0, %] et décroissante sur [%, +oo[. Comme, de plus, f, est positive sur

1 1 1
0, +o0|, fn est bornée sur [0,4o00[ et su ()] = frol—) = =—.
[ [ f [ [ xe[O,foo[‘f( )= (\/ﬁ) PRV

N —

Donc, d’apres le critere de Riemann, la série Z fn converge normalement sur [0, +oo[ ssi o + 5> 1ssia>
n=1

3. Soit 0 < a < b, soit n € N*. Alors Vx € [a, b]

b
| ()] < m = Qp

Donc f,, est bornée sur [a, b] et sup |fn| < .
[a,b]

b . s .
De plus, ay, % gna¥> comme o 4+ 1 > 1, d’apres le critere de Riemann, E Q, converge.
oo an
n>1

Ainsi Z fn converge normalement sur [a, b], pour tout o > 0 |.
n=1

4. (a) Soit n € N*, et = € [0, +o0[ alors d’apres la question 1, la série an(:v) est convergente, on
n=1
peut considérer son reste d’ordre n, pour tout n de N*,

(b) Soit n € N*, soit x € [0, 4o00[ alors, comme o < 5, pour k >n+1>=n, on a

55
xT T

2
k*(1+ ka?) ~ VE( + kx?)

puisque tous les termes sont positifs et le terme de gauche reste le terme général d’une série
. . 1
convergente d’apres la question 1 pour a = 5. On a alors

“+oo —+00
X X
R (z) = Z a N Z
k=n+1 k (1 + kx ) k=n+1 \/E(l + k$2)

et comme tous les termes sommés sont positifs, on en déduit que :
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Z \f(l—i—kx)

k=n+1

1 1 . T T

Pour k < 2n, > btient > 0, > :
(¢) Pour n, on a 7 mono ient pour x VR + k) Von(l 1+ k)

En

ajoutant ces inégalités, il vient :

Z \ﬁl—l-ka:)

k=n+1

(d) Sion prend z = %, on obtient

2n 2n
1 1 1 1 1 1
() S L
v w2 Sy w2, 50,8 3V
(e) Ainsi
Ra@)] > —
sup z) > ——
z€[0,a] " 3\/5
(f) On a donc montré que sup |R,(x)| ne tend pas vers zéro losque n tend vers +oo.

z€[0,a]

Donc E fn ne converge pas uniformément sur R .
n=1

Partie I1

1. A la question 1.3, on a montré que la série Z fn converge normalemnt sur tout segment de |0, +00[, de
n=>1

plus comme pour tout n de N*, f,, est conitnue sur |0, +o00[, on peut en déduire que’ f est continue sur 0, +o0]. ‘

2. Pour a > 2, on a montré a la question 1.2 que la série Z fn converge normalement sur [0, +oo] et
n>1

comme pour tout n de N*, f,, est continue sur [0, +oo[, on peut en déduire que ’ f est continue sur [0, +o0o[ ‘

3. L’étude de la fonction f,, & la question 1.2, montre que f, est décroissante sur [1,+oo[ et positive
donc f,, est bornée sur [1,+o00| et

1 1
n = fu(l) = ~
:L"E[Sll,lJIr)OO[|f (x)’ f ( ) na(l n) +00 na+1

Donc comme — - est le terme général d'une série convergente d’apres le critere de Riemann, puisque
n

a > 0, on en déduit que la série g fn converge normalement sur [1, +o00[, donc converge uniformément sur [1, +oc
n=1

De plus Vn € N*, Er}rl fn(x) = 1. On en déduit d’apres le théoreme de la double limite que f admet

une limite en +o00 et

lim f(z Z lim f,(z) =0

T—400 T—>+00

Ainsi

lim f(z)=0.

T—r+00
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4. Soit a = 5 et x > 0.

1
2

a1 ) + %2 a1+ ta?) + ta?

t2%(1 + ta?) T T k)
Donc ¢, (t) < 0 pour t € [1,400[ et donc g, est strictement décroissante sur [1, +oo.

(b) Soit k € N*. Pour ¢ € [k, k + 1], comme g, est décroissante

(a) gs est alors une fonction de classe C! sur [1, +oo] et ¢, (t) =

k+1
g (k) > /k g (1) dt

or comme ¢, (k) = fr(z), en sommant ces inégalités, on obtient

n n+1
S filw) > / ga(t) dt
k=1

(¢) On remarque par positivité des fonctions f,, que pour tout n de N*

> frl@) < f(2)
k=1

donc

n+1
/1 g(t) dt < f().

n
Comme la focntion g, est positive, la suite < / g(t) dt> est croissante et d’apres la question
1 n

n

précédente elle est bornée par f(x) donc elle est convergente et lirf gz (t) dt < f(x).

(d) Soit n € N*, alors ¢ + /t est de classe C1. On peut donc effectuer le changement de variable

. 1
u =/t alors du = Tﬂdt et

2

/nxdt - /n 2
1 V(1 +ta?) o (1 +uPa?)

2
= [2 arctan(ux)|}

Donc en passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient

+oo T

——————dt =7 — 2 arctan(x).

1 Vi 4 t2?)

(e) On a donc démontrer que, pour o < %
+00 T +00

S v rwre) Rl A T

X

dt = 7 — arctan(z)

On remarque que f(0) = 0. Donc si f est continue en 0, 'inégalité précédente étant obtenue
pour tout x > 0, en passant a la limite quand x tend vers zéro on obtient que 0 > 7, ce qui est
absurde. Donc f n’est pas continue en 0.

5. ¥n € N*, f,, est de classe C! sur 0, +o0[.
On a déja calculer Vn € N*, Vo > 0,

1 1—nz?
o

fo(x) = 7S (1 5 na?)?
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Soit 0 < a < b, alors Vx € [a,b] :

1 1+nw
/ _
or 9
b
B~ a+1, 4
n—+oo n, a

Or a > 0 donc la série de terme général 5, converge, d’apres le critere de Riemann.

On a donc montré que Z f! converge normalement sur [a, b], pour tout 0 < a < b.
n=1

De plus on a déja montré que Z fn converge simplement sur |0, +oo].
n>1

Donc d’apres le théoreme de dérivation termes & termes f est de classe C! sur [a,b], pour tout
0<a<b,|donc f est C! sur ]0,+ool.

6. (a) On a pour N € N*, z €]0, +o0],

f(z) R | ﬁ: 1

|
M

x = n(1 + nz?) = n( + na?)
al 1 L
ot n(1+ nz?) z—0 —mn
N
Soit alors A €]0, +o00[, puisque Z —  +o00, il existe N € N* tel que :
n N—+oo

M) =
:\H

S
Il
N

n

1 1
— —, il existe n > 0 tel que :
Zn 11 ex1s n qu

(b) PulS comme, Zm v

n

1 A
LD S R

(¢) On a donc :

A
VA>0, 3dn>0, Vze€lo,n], “)0(5)22
(d) ce qui montre que
7f(a;) — 400
T x—07t

(e) Comme f(0) =0, on conclut que ’f n’est pas dérivable en 0.
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