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EXERCICE, Extrait CCP PSI 2010

(a) On remarque que ¢p est une forme linéaire non nulle sur R, [X] et H = Ker ¢ donc H est un

hyperplan de R,,[X], ’c’est donc un sev de R, [X] dimension n. ‘

(b) La famille (X — ag, (X —ag)?, ..., (X — ap)") est une famille libre car échelonnée en degré et
chaque élément appartient a H, elle possede de plus n éléments qui est la dimension de H, donc
c’est une base de H.

(c) 1¢ H donc Vect (1) N H = {0} et dim(H) + dim Vect (1)) =n+1,

’donc Vect (1) est un supplémentaire de H dans R,,[X]. ‘

On pose Vj € [|0,n]],

On a alors V(4, j) € [|0,n|], ¢i(P}) = ‘55

Montrons que la famille (Py, ..., P,) est libre :

n

il suffit de considérer (\o,...,A,) € R tels que Z)\iPi = 0. Soit j € {0,...,n}, en regardant
=0

I’égalité précédente en x;, on obtient A\jP;(z;) = 0 or Pj(xz;) =1 donc A; = 0.

De plus card(Po, ..., P,) =n+1et Vj € [|0,n|], P; est de degré n donc appartient a R, [X].

’Elle est donc libre et possede n + 1 éléments, c’est une base de R, [X], ‘et par construction (¢o, . .., ©n)
est sa base duale.

n
(a) On pose |P = Zf(aj)Pj , alors par construction Vi € [|0,n|], P(a;) = f(a;) et P € R,[X] car
=0

(Po, ..., P,) est une base de R, [X].
(b) Supposons qu'il existe P et () deux éléments de R,,[X]

Vi € [[0,n]], P(ai) = f(ai) et Q(ai) = f(ai).

Alors, Vi € [|0,n]], (P — Q)(a;) = 0, donc le polynome P — @ est un élément de R, [X] qui
possede n + 1 racines distinctes, ¢’est donc le polynéome nul. Ainsi P = Q) et ’P est unique. ‘
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PROBLEME, E3A PSI 2007

PARTIE I : Quelques calculs préliminaires.

1. On remarque que

3 -3 3 0o -3 3
A+Is3= -3 4 -4 et A-2I3= -3 1 -4
-3 4 -4 -3 4 -7

On a alors en notant C7,Cs et C3 les colonnes de A + I3 :
(C1,C5) libres et Co +C3 =0
donc rg(A+1I3) = 2 et d’apres le théoréeme du rang dim Ker (A+1I3) = 1, de plus (0,1,1) € Ker (A+13)
donc ’Ker (A+ I3) = Vect ((0,1, 1))‘
On a alors en notant C7, Cs et C3 les colonnes de A — 213 :
(Cl, Cg) libreset —C71+Cy+C3=0
donc rg(A — 2I3) = 2 et d’apres le théoreme du rang dim Ker (A — 2I3) = 1, de plus (—1,1,1) €
Ker (A — 21I3) donc |Ker (A — 2[3) = Vect ((~1,1,1)). |
2. On a dimKer (A + I3) + dimKer (4 — 2I3) = 2 # dim C?
donc on n’a pas Ker (A + I3) @ Ker (A — 2I3) = C3.

3. Le calcul donne

1 -1 1

(A+I)?*=9 -1 1 -1

-1 1 -1
C’est une matrice de rang 1 (colonnes toutes proportionnelles a la premiere) et (1,1,0),(0,1,1) sont
des éléments indépendants du noyau. Par le théoréeme du rang, ce noyau est de dimension 2 et donc
Ker ((A+ I5)%) = Vect((1,1,0),(0,1,1)) |
4. On a dimKer (A + I3)? + dim Ker (A — 213) = 3 = dim C?, il suffit alors de vérifier que

Ker (A+I3)?>Ndim Ker (A —21I3) = {0} ou encore que que la concaténée des bases de ces sous-espace
donne une base de C3. On forme donc

R 01 -1
P=111 1
1 0 1

Comme det(Q) = 1, @ est inversible et on a bien
Ker ((A + I3)?) @ Ker (A —2I3) = C3|.

5. On note u I’endomorphisme de C? canonique associé & A et B = (ey, 2, 3) la base canonique de C3.

Ker ((u+ Id)?) étant de dimension 2, il possede un élément 5 qui n’est pas dans le noyau de u + Id,
par exemple e = (1,1,0)5. Si on pose €1 = (u + Iz)ez on obtient un élement non nul du noyau de
u+Idete; = (1,0,0)5. Cet élément n’est pas colinéaire & €2 (qui n’est pas dans ce noyau) et (e1,¢2)
est libre dans Ker ((u 4+ Id)?). On note enfin e3 = (—1,1,1); un élément non nul de Ker (u — 2Id).
Avec la question précédente, (¢1,€2,¢3) est une base de C? et, par construction

u(e1) = —e1, u(ez) =e1 — €2, ules) = 2e3
-1 1 0
IL’endomorphisme u est, dans cette base représenté par 0 —1 0 |. A est donc semblable a
0 0 2
11 -1
cette matrice : A= PTP lavecP=| 0 1 1
00 1
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6. Un calcul rapide sur les premieres puissances de 1" permet d’intuiter que

(=DF (=D 'k 0
TF = 0 (-DF 0
0 0 ok

On le montre alors facilement par récurrence.

7. Soit m € N, alors

i (_ ) 72": k 1 0
k!
k=0 =1
m Tk m
Zﬂ - 0 Z k;l 0
k=0 =0 i
- (2)
0 0 Z—!
k=0
_ m—1 (_
or Sumj’ = Z
j=0
el el 0
a(T) = 0 et
0 0 €2

PARTIE II : Quelques propriétés de la matrice J(0).

1. Les (n — 1) premieres colonnes de J(0) sont clairement indépendantes (échelonnées). La derniére est

nulle et donc combinaison des n — 1 premieres. ’Le rang de J(0) vaut donc n — 1. ‘

2. Soit j 'endomorphisme canoniquement associé a J et (ep,...,e,) la base canonique de C™.

(a) On a alors
Vie[1...n—1]], jler) = ery1 et jlen) =0

On en déduit alors, en itérant, que pour k € [|1...n — 1]],

Vie[l...n—k|], j*(&) = e et Yie[n—k+1...n]], j*(e)=0
0
On en déduit que J(0)¥ = | 1 -.. : | ou la diagonale de 1 commence
0
0 ... O 1 0 ... 0

sur la ligne k£ 4+ 1. On peut aussi écrire que
Vi, € [[1...nll, (J(0)%)ij = 0jtn,

On remarque que cei est encore valable si k = 0 (on obtient alors la matrice I,).
On en déduit aussi que j"(e;) = 0 pour tout [ et que donc J(0)" = O,, et donc (on continue a

multiplier par J(0) et on obtient toujours la matrice nulle) ‘Vk‘ n, J(0O)* =0, ‘

(b) Soit k& > 1. (J(0)¥)™ = J(0)" = O,, car nk > n. | J(0)* est donc nilpotente.
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3. Dans la somme définissant «(.JJ(0)), il n’y a qu'un nombre fini de matrices non nulles et on vient de
les calculer :

1 0O ... 0
1 :
a(J(0)) = v = (vi;) avec v;; =0 si i <j—1 et — ~ sl i>j.
: ORI (i —j)!
1 1
e T

U = a(J(0)) — I, est la méme matrice ou 'on a remplacé les 1 diagonaux par des zéros.

4. Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent. On peut trouver des entiers p et ¢ tels que
AP = B9 = O, Soient a, 8 deux scalaires. Comme A et B commutent, on peut utiliser la formule du
binoéme pour obtenir

"

(@A + BB)PH = ]i (p Z q) ok grtak Ak prta—k
k=0

Sik >p, AF = APAF=P est nulle et si k < p alors p+ g — k > ¢ et c’est alors BPT9~* qui est nulle.

Ainsi, tous les termes de la somme sont nuls et (A + B)PT4 = O,,. ’aA + BB est nilpotente.

On en déduit par récurrence que pour tout p, une combinaison linéaire de p matrices nilpotentes qui

commutent deux a deux est encore une matrice nilpotente.

5. On a
U:ka!J
=1

qui est une combinaison linéaire de matrices nilpotentes qui commutent deux & deux. Avec la question
précédente, | U est nilpotente ‘
Les n — 1 premieres colonnes de U sont indépendantes (famille “échelonnée” dans la base canonique

de C") et la derniere est nulle (et donc combinaison des précédentes). ‘ U est donc de rang n — 1.

PARTIE III : Quelques résultats sur les noyaux itérés d’'un endomorphisme.

1. Soient 7,7 € N, on a o .
Vo € B, v (x) = (u'(x))

Si u(x) = 0 alors u'™/(x) = v/ (0) = 0 et on a donc I'inclusion | Ker (u’) C Ker (ui*7) |

2. En particulier, la suite (Ker (u™)),en est croissante au sens de I'inclusion et, en passant aux dimen-
sion, la suite (t,,)men est croissante. Comme elle est majorée par la dimension de E, elle converge.
Et comme elle est constituée d’entiers, elle est stationnaire a partir d’'un certain rang. Il existe
donc un entier mg tel que tp, = tmy+1 et ensemble {m € N/ t,, = t;,41} est donc non vide.
Comme il est inclus dans N, il possede un minimum (ce qui est mieux qu’une borne inférieure).

On peut poser r = min{m € N/ t,, = t; 41} ‘

3. Par définition de r, si m < r alors t,, # tm+1. On a donc Ker (u™) C Ker (um+1) et les sous-espaces
n’ayant pas méme dimension, l'inclusion est stricte.
r étant un minimum, on a t, = t,y1;. Comme Ker (u") C Ker (u,41) et comme on a égalité des
dimensions, on a donc Ker (u") = Ker (uy41).
Enfin, on montre par récurrence sur 'entier m que l'affirmation

Ker (u™) = Ker (u™™)

est vraie pour tout m > r.

- Initialisation : on a vu que le résultat était vrai pour m = r.

- Etape de récurrence : soit m > r tel que le résultat est vrai jusqu’au rang m. Soit x € Ker (u™+2);
on a u™ ! (u(x)) = 0 et donc u(z) € Ker (u™*!). Par hypothese de récurrence, Ker (u™) =
Ker (um41) et donc u™(u(z)) = 0 c’est & dire € Ker (u™*!). On a prouvé que Ker (u™*2) C
Ker (tm+1) et comme l'inclusion réciproque a déja été prouvée, on a ’égalité et le résultat au rang
m+ 1.
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PARTIE IV : Recherche des endomorphismes nilpotents de rang n — 1.

1. (a) Soit x € Im (w) alors il existe y € Im (vP) tel que z = v4(y) et y € Im (vP) donc il existe z € E
tel que y = vP(z2) alors x = v(vP(2)) = vP19(2) et & € Im (vPT9).

Ainsi, Im (w) C Im (vP?), 'autre inclusion est évidente, donc on a |Im(w) = Im(vP*?).

(b) Soit x € Ker (w), alors € Im(vP) et w(z) = 0 c’est a dire & = € Im(vP) et v9(z) = 0. On a
donc ’Ker (w) = Im(vP) N Ker (v?) C Ker (v9) ‘

(¢) D’apres le théoreme du rang,

dim(Im(w)) + dim(Ker (w)) = dim(Im(v?))

En utilisant les deux questions précédentes, on a donc
dim(Im(v?)) < dim(Ker (v?)) + dim(Im(v?*?))
Le théoreme du rang donne aussi
dim(Im(v?)) = dim(F) — dim(Ker (v?))
dim(Im(vP*?)) = dim(E) — dim(Ker (v/19))
En injectant ces relations dans 'inégalité, on obtient
dim(Ker (vP%9)) < dim(Ker (vP)) + dim(Ker (v9))

(d) On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
- Initialisation : le résultat est vrai pour i = 1 car v est de rang n — 1 et donc dim(Ker (v)) =1
(I'inégalité est une égalité).
- Etape de récurrence : soit i € [1..n— 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i. La question
précédente indique que

dim(Ker (v'™)) < dim(Ker (v')) + dim(Ker (v))

Comme Ker (v) est de dimension 1 et comme le résultat est vrai au rang ¢, on a donc
dim(Ker (v"™)) <i+1

ce qui prouve le résultat au rang ¢ + 1.
(e) v étant nilpotente, on a v™ = 0 et dim(Ker (v")) = n. D’aprés la partie I11, la suite (dim(Ker (v?)));en
commence par croitre strictement puis stationne a la valeur n. D’apres la question précédente,
elle ne peut donc pas stationner avant le rang n et on a

1 = dim(Ker (v)) < dim(Ker (v?)) < --- < dim(Ker (v")) < n

Pour que ces inégalité puissent avoir lieu, on doit nécessairement avoir | Vi € [1..n], dim(Ker (v')) =i |

2. Comme Ker (v"71) est de dimension n — 1, il n’est pas égal & E et v # 6.

3. 1l existe donc e € E tel que v !(e) # 0. Montrons que (e, v(e),...,v" !(e)) est libre. Pour cela, on
suppose que
ape +aqv(e) + -+ ap_ 10" He) =0

On a bien sur v* = 6 pour tout k > N.
En composant par v" !, on a alors agv™ !(e) = 0 et donc ag = 0.

Si on compose par v" 2, on obtient de méme a; = 0. C’est donc un processus récurrent qui nous
permet de montrer la nullité de tous les «;.

La famille est libre et possede n = dim(FE) éléments :

c’est une base de E.

4. ’La matrice de v dans cette base est tout simplement J(0). ‘

5. Si v et w sont deux endomorphismes nilpotents de rang n — 1 alors il existe des bases dans les-

quelles ’ces deux endomorphismes sont représentés par J (O)‘ Les matrices de ces endomorphismes

sont donc semblables (transitivité de la relation de similitude).
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