PSI 2011-2012 Mathématiques Correction DS n°8

Correction Devoir surveillé 111 - PSI
EXERCICE

On appelle f 'endomrophisme de R? canoniquement associé & A et (e1, ez, e3) la base canonique de R3.

-2 4 1
1. A—3I3=| —2 4 1 |. Donc rg(A — 3I3) = 1 donc d’apres le théoréeme du rang dimKer (A — 3I3) = 2
-2 4 1
donc 3 est valeur propre de A d’ordre au moins 2, avec Ker (f — 31d) = Vect (2e1 + ez, €1 + 2e3).
-5 4 1
A—6I3 = -2 1 1 . Ici les colonnes 1 et 2 sont linéairement indépendantes et par contre le somme
-2 4 =2

des colonnes est nulle, donc rg(A — 6I3) = 2 donc d’apres le théoréme du rang dim Ker (A — 6I3) = 1 donc 6
est valeur propre de A d’ordre au moins 1, avec Ker (f — 61d) = Vect (e1 + ea + e3).
On a donc dim E3(A) + dim Eg(A) = 3 = dimR? donc A est diagonalisable sur R avec la relation A = PDP~!

2 1 1
ou D est la matrice donnée par ’énoncéet P=| 1 0 1
0 2 1

2. Soit X € M3(R) telle que X? = A alors XA = XX? = X2X = AX donc X commute avec A.

3. Comme X et A commutent, f et g commutent.

Soit A une valeur propre de f. Montrosn que E)(f) est stable par g.
Soit x € Ex(f), alors f(x) = Az.
Mais alors,

flg(x)) = foglx)

= go f(:v), car f et g commutent
= g(A\x), car f(z) =Xz
Ag()

Donc g(x) € Ex(f).
E\(f) est stable par g.

4. On note B’ la base de vecteurs propres de f déterminée & la question 1 : B’ = (g1, e9,¢3) avec Vect (e1,e2) =
E3(f) et Vect (e3) = Es(f).
Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g, donc la matrice de g dans la base

a b 0
B’ est de la forme :A = c d 0
0 0 e

On a donc A € M3(R) telle que A = P71 X P. Alors

X?=A < (PAP')?=4A
< PA’P'=4
< PA*’P'=pDpP!
<= A? =D, en mulitipliant & gauche par P! et & droite par P

a’>+bc =
bla + d)
X?2=A= AN’=D+{ cla+d) =
d?>+bec =
e2=6

\
w o o w

On peut alors ditinguer 4 cas.

ler cas : b=c =0 alors a = :l:\/g, d = +v3 et e = £v6. On a alors 8 solutions différentes pour A donc pour
X aussi.

2eme cas : b= 0 et ¢ # 0, alors a = —d = +/3 ¢ est quelconque et e = +/6. On a alors une infinité de
soltuions pour A donc pour X aussi.
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3eme cas : b # 0 et ¢ = 0, alors a = —d = +/3 b est quelconque et e = ++/6. On a alors une infinité de
soltuions pour A donc pour X aussi.

4eéme cas : b # 0 et ¢ # 0, alors a = —d, a® + be = 3 et e = +/6. On a alors une infinité de soltuions pour A
donc pour X aussi.

Conclusion : L’équation X? = A admet une infinité de solutions.

PROBLEME I, Extrait E3A PSI

PARTIE I

n
1. Pour n € N*, on pose V,, = E (Vk4+1 — vk ). Alors par définition la série E (Un+t1 — vp) converge ssi la suite
k=1 n>1
(Vi)n>1 converge.
Or pour n € N*, on a V,, = v,41 — v1 donc la suite (V,),»1 converge ssi la suite (v, )nen converge puisque ces
deux suites different seulement d’une constante.

Ainsi, la série E (Un41 — vy) converge ssi la suite (vy,)nen converge.
n=1

) — Inn.

T =

n
2. Pour n > 1, on pose u,, = (Z
k=1

(a) Soitm >1:

1
Upt1 — Up = 1 In(n +1) 4+ In(n)

1 n+1
o Ty
n+1 n

1 1 1 1

T on+l _5+2n2+0(?)
1 1 1

B nin+1) + 2n? +O(ﬁ)

- of3)

Ainsi le terme général de la série E (Unt1 — up) est un grand O du terme général d’une série absolument

convergentes d’apres le critere de Riemann, donc ’ la série est absolument convergente.

(b) En utilisant la question 1, on a immédiatement le résultat.

Conclusion : ’ La suite (un)n>1 est convergente. On note «y sa limite.

3. Etude de h

(a) h est dérivable sur ]0, +oo[ comme composée et quotient de fonctions dérivables sur le méme intervalle.
On a : V¢ €]0, +00[

1—1Int

h/(t) = 2

Le dérivée de h s’annule pour ¢ = e et h est croissante sur |0, e] et décroissante sur [e, +o0].
(b) Vn >3, et Vt € [n,n+ 1], t > 3 donc h(t) < h(n) et donc

n+1 n+1
/ h(t) dt < / h(n) dt

n
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c’est a dire

ot Inn
—dt < — 1-—
/n ; n (n+ n)
Inn
< -
n

Vn >3, et Vt € [n,n+ 1], t > e donc h(t) > h(n + 1) et donc

c’est a dire

"t In¢ In(n+1)

—dt > ——" 1—
/n : 1)
> In(n+1)
n+1
1 1 " Ing 1
On a donc montré que Vn > 3, M < / il dt < n(n)
n+1 " t n

(¢) On pose pour tout n de N* v, = % alors d’apres la monotonie de h la suite (vy,)n>3 est décroissante

. . (. Inn .
et converge vers 0 par croissance comparée. De plus Vn > 3, v, > 0, donc la série Z(—l)"— vérifie

n
n>3
le critere des séries alternées donc est elle convergente.
. Inn ) Inn
Or la série g (—1)" —— est de méme nature que la série g (-1 —o,
n n
n>=2 nz=3

Inn
donc | la série —1)"—— est convergente.
7;2( )= g

Partie II : Calcul de S.
1. Etude de la suite (an)n>3-
(a) Soit n > 3,

y (Inn)? ; (Inn)?
n+1 2 n 2

Ap+1 — ap

In(n + 1)% — In(n)?
- tn+1 —tp — 9

Inn+1 In(n+1)2—In(n)?
n+1 2

Or on remarque que :

n 2

/nw gy~ [Enep] " = Dl D)= ()

or d’aprés la question 1.3 b), en utilisant I'inégalité au rang n + 1 on a

n+1
In(n+1) _ / nt
n+1 n t

Donc
In(n+1) In(n+1)2 —1In(n)? <0
n+1 2 S

Ainsi pour tout n > 3, a1 —a, <0 et ’la suite (an)n>3 est décroissante. ‘
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(b) On a Vk > 3,

/k+1 hl(t) it < M
i t Sk

Soit en sommant ces ingéalités de k =3 an :

t =k
soit ) )
In“(n+1) 1In“(3) " In(k)
- <
Ainsi
In*(n+1) n?(3) </ In(2)
2 2 "2
2
Or a, =t, — In (n)’ donc
2
In*(n+1) In%*(n)  In(2) W*Q2) _ In@2) n®Q2)
(429 2 - + - 2 -
2 2 2 2 2 2

In2) In*(2)
2 2

Ainsi, la suite (ap)n>3 est minorée par

(¢) Par les deux questions précédentes, la suite (a,)n>3 est minorée et décroissante donc | convergente vers un réel [.

2. Soitn >3 :

2 p Ink
Son = QDU

k=1
n . n—1

= Yy ) S gy D)
j=1 J ) ]+

B n 111(2]) B n—1 In 2] + 1)
j=1 2j §=0 2j+1

) Z ( In(2j+1) 1n<2j>)

o 27 = 2j+1 27

= k=1 &
n . 2n
_ In2+1Inj In(k)
CE T A
Jf =
"1 < Inj Ink
= In2 - —_— = —
w2y bey oy
j=1 j=1 k=1
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(Inn)?

3. On a alors, en remarquant que pour n > 3, a,, + 5 =ln:
Son = 12(2761 Inn) +n2kn+ | (o) (In 2n)”
on, = In k:1k nn n2z2lnn+ an, B) QA2n D)
1 2 1 2
= unln2+an—a2n+lnnln2—|—g(lnn) —§(ln(2n))
1 9 1 2
= unln2+an—agn—}—lnnln2+§(lnn) —§(ln2—|—lnn)
1 1
= un1n2+an—a2n+1nnln2—|—§(lnn)2—5((1n2)2+21n21nn+(1nn)2)

1
= u,In2+a, —as, — 5(1112)2.

4. Comme la suite (ay ), >3 est convergente, liIJIrl an — as, = 0. D’autre part, on sait d’apres la premiere question
n—-+0oo

que la suite (u,),>1 est convergente vers v donc on obtient que

1
lim Sy, =In2 x~y— 51n22.

n—-+oo

5. Or la suite (S2y,)n>3) est une suite extraite de la suite (Sy,), et comme on a démontré que la suite (S,,),, était
convergente, la suite (S2,)n,>3) converge vers la méme limite que la suite (S,,),, de plus comme

g\ ek SR Ink -
_Z(_)T_Z(_)T carlnl1 =0
=2 k=1

on obtient

S = 1n2(’yf %1112).
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PROBLEME 11, E3A PSI 2005

u € L(E) de matrice U = (u; ;) € M, (R) base B, U non inversible.

e désigne 'endomorphimse identité de F.

Partie I

1. U et u sont de méme rang. u est non inversible, donc non injective et il existe un élément x non nul dans Ker u
qui vérifie u(x) = 0.

2. Soit alors & = (1, ...,2,)p vecteur non nul de Ker u. Il existe i € {1,2,...,n} tel que ||z||oo = |z;]. La i®™®

n
coordonnée de u(x) dans B est E Uj T

j=1
Comme u(z) = 0, on a en particulier : —u; ;x; = Z Ui 5.
J=1g#i
n n
Et donc : [uii X ||2]loe = sl X il = | D wij xa;| < Y fuil x |ayl.
=L =L

n
|| oo < Z |t j|||x||oc €t comme ||z|| 7 0 on a bien trouvé i tel
J=1,j#i

3. Pour tout j , |z;| < ||z]|s, donc |u; ;]

n

que : |u; ;] < Z lui ;.
=1

4. Comme 4 > 1 et 4 > 3, la condition précédente n’est pas réalisée pour la matrice

O DO N
O ON =
ON == O
N = OO
s —_o0 oo

Elle est donc inversible. ( On dit que la matrice est & diagonale strictement dominante).

Partie I1

Soit f 'endomorphisme de E représenté dans la base B par la matrice M de M, (R) telle que M = (m; ;) ou :

9 si i=j
Vie{l,..,n}, Vie{l,.,n}, my;=< 1 s Ji—jl=1
0 sinon
-2 1 0 0
1 -2
M=1 ¢ 0
o—2 1
0 0 1 -2

1. Soit n > 3.
En développant le déterminant par rapport a sa premiere ligne on obtient :

-1 -1 0 0
0 2 -1 0 0

D,=Dn, 1+| 1 -1 2 . =2D,_1 — Dy_s
—1
0 -1 2

en développant le deuxieme déterminant par rapport a sa premiere colonne.
On obtient ainsi une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 avec les conditions initiales D1 = 2 et Dy = 3. Le
polyndme caractéristique associé est P(X) = X2 — 2X + 1 qui admet une racine double égale & 1
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Ainsi, 3\, p € R tels que Vn € N*, D,, = (An + u)1™.
Ad+p = 2

Alors comme Dy =2 A+ p=2et Dy =3 2\ + = 3.. On a donc a résoudre la systeme { Mtpu = 3

Alors
A =1
uwo o= 1

2. (a) M est une matrice symétrique réelle, ses valeurs propres M sont réelles.

’ Conclusion, Vn € N, D,, = (n+1). ‘

On pose : M = —2I,, +T , avec g 'endomorphisme de E associé & la matrice T' = (¢; ;). Ona: g = f+2e.
(b) A€ Sp (f) & f— AId non inversible < g — (A + 2)Id non inversible < (A +2) € Sp (g).
Comme f(z) = Az < g(x) = (A + 2)z, ’on a Ker (f — Ad) =Ker (g — (A4 2)Id). ‘

3. (a) Soit u € Sp (T'). La matrice T — ul,, est non inversible. D’apres la question 3 de la partie I :

n
il existe i € {1,2,...,n} tel que |t;; — u| < Z [ti ;1.
=1

(Les éléments de T' — pl,, sont ceux de T sauf les éléments diagonaux égaux a t; ; — p).

(b) Les éléments ¢; ; diagonaux de T sont tous nuls, et dans chaque ligne de T tous les éléments sont nuls sauf
un ou deux égaux a 1.

Pour le ¢ déterminé dans la question précédente, on a donc |u| <2 ou 1 donc ||y < 2.

La restriction de la fonction cosinus a [0, 7] réalise une bijection strictement décroissante de cet intervalle
dans [—1,1]. Comme p/2 € [-1,1],

il existe a € [0, 7] tel que p = 2cos a. ‘

4. La question consiste & rechercher un « € [0, 7] et une suite complexe (zx)ken telle que :

1‘020 et 1‘n+1:0
Vk e N*, a1 —2zpcosa+ a1 =0

Z1
T2
(a) Le vecteur représenté dans la base B par X = . est vecteur propre de T pour la valeur propre
Ty
1= 2cos«a si et seulement si il est non nul et vérifie TX = puX. On obtient donc le systeme :

—pux1 +x2 =0
] — pre +2x3 =0
Th—1— pTg + Tpp1 =0
Tp—1— Py =0
En imposant les conditions xg = 0 et 2,41 = 0 on a I’équivalence :

pour tout entier k de {2,...,n — 1}.

TX =puX <= Vke{l,. ,n},xr_1— pxr+ 2541 =0
On est donc amené a déterminer des suites qui vérifient une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

(b) Sia=0, p=2.
Le polynome caractéristique de la relation est X2 —2X +1 = (X —1)2.
Les suites (zx)ren solution sont définies par :
J(a,b) € R? /Vk €N, xp = (ak +b) x 1¥ =ak +b
Mais g = p41=0=0=0 et an+1)+b=0=a=>b=0.

DouTX =2X = X = (21,...,2,) = (0). ’ On ne peut donc trouver de vecteur propre associé a pu = 2. ‘

De méme si a = 7, u = —2. Le polynéme caractéristique de la relation est X2 +2X +1 = (X + 1)2.
Les suites (zy)ren solution sont définies par :

J(a,b) € R?, Vk €N, a3, = (ak +b) x (—1)*

Mais g = 2p41=0=0=0 et an+1)+b=0=a=b=0

DouTX =2X = X = (21, ...,z5) = (0). ’ On ne peut donc trouver de vecteur propre associé a p = —2.
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(¢) Soit donc « €]0, 7.
Le polynoéme caractéristique de la relation est X2 — 2cosaX + 1, de discriminant

A =4cos’ a — 4 = —4sin® a = (2isina)?
. 2cosa — 2isina . 2cosa + 2isin a .
Les racines sont donc —s = e " et —s = e'“.

Les suites complexes (2 )ren solution de la relation de récurrence sont définies par :
J(c1,c2) € C?,VE €N, 2, = c1eF 4 cpe ke

Un vecteur x = (x1, ..., Z, ) solution de g(z) = 2 cos ax vérifie TX = 2cosaX. Il existe donc deux éléments
de C, ¢, ¢y tels que :

’Vk €{1,2,..,n}, x1 = c1e* 4 cpeth

d) En utilisant les notations précédentes, o =0 = ¢; + 2 = 0 et 211 = 0 = cqet? e 4 ey i be _ g
p + 2

On obtient ¢; (e! TV — =i+ ha)y — 0 = 2j¢; sin(n + 1)a.
Sisin(n + 1)a# 0 on a ¢; = ¢z = 0 et le seul vecteur qui vérifie TX = 2cosaX est le vecteur nul. Dans
ce cas 2cosa n’est pas valeur propre.

k
Les valeurs possibles pour « sont solution de sin(n 4+ l)a =0< a = % s ke Z.
n
. Jm .
Comme « €]0, 7], les valeurs possibles sont o = k. 1<j<n.
n

(e) Réciproquement , pour j € {1,...,n}, soit pu; = 2cos(a;).
D’apres ce qui précede la suite (zx)ren définie par 2o = 0, 1 = a € R* et la relation,
Vk € N*, &1 — pjxr + 2x41 = 0, admet pour terme d’indice n + 1 z,41 = 0.
Le vecteur x = (a,xa,...,x,) est élément de F car les xj sont tous réels et il est non-nul. D’apres les
questions précédentes
il vérifie g(z) = pjz et donc p; est valeur propre de g( et donc de T).

(f) Comme la fonction cos est strictement monotone sur |0, 7[, les ; sont n valeurs propres distinctes. Comme

I’espace est de dimension n

g et T sont diagonalisables, les espaces propres sont tous de dimension 1.

(g) Pour j € {1,...,n}, une suite (x)) vérifiant la relation de récurrence et les relations xg = x,+1 = 0 est du

type : _ _
VEeN, 2 =c (e“mj — eﬂk”‘f) = 2icy sin(ka;).

ks
Un vecteur propre de T" attaché a la valeur propre o; = 2 cos <J+1> est :
n
sin o
sin 2a;
X =
sin nag

1 :
obtenu avec ¢; = % et @ = sin <n‘7+7r1> # 0.

’ (Xq,...,X,) est une base de vecteurs propres de T ‘

5. Valeurs propres de M :

(a) D’apres la question I1.2, les valeurs propres de M sont les valeurs

J7 .2 J7
Ni=—2+4+pu;=-2+2 = —4sin® ——
j j cos (n 1) si 30 1),

pour 1 < j < n.

’ Les sous-espaces propres associés sont ceux de la matrice T'. Les E); sont tous de dimension 1.

(b) ’ M est diagonalisable | pour les mémes raisons que 7.
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6. (a) Soit P une matrice qui diagonalise T et M. On peut prendre par exemple P de colonnes X7, .., X,,, matrice
des vecteurs propres dans la base canonique.
On a: M = PDP~! avec D matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de
M.
On peut écrire : H = 2I,, —rPDP~! = P(21, —rD)P~!.
La matrice 21,, — rD est diagonale, H est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont égales &

. Jm .
=2+4 —L—)>0,1<j<n
B + 4rsin <2(n+1)> j<n

(b) Les valeurs propres de H sont toutes strictement positives.

’0 n’est pas valeur propre et H est donc inversible. ‘

(¢) i W=H'Kor H=P(2l,—rD)P~ ! et K= P(2I, +7rD)P~! donc W = PAP~! avec

A = (21, — rD)" Y (21, 4+ rD).
Or comme 2 — \; # 0 pour tout 1 < j < n,on a

24+ M\ 2+ A,
2—X" 2=\,

A = Diag ( )Diag (24 A1, ...,2+ A,) = Diag ( )

1
2—-X""T 2=,

9 — 4sin? ( in )
2(n+1) 1<

donc | W est diagonalisable et Sp (W) = { : , 1< < n}
2+ 4sin® (52 )

2(n+1)
2 — dsin® 520

ii. Pour tout j € [[1,n[, | ———————| <1 donc p(W) < 1.
2+ 4sin %

ili. Onadonc W = PAP~!, ainsi par récurrence immédiate, Vk € N, W* = PA*P~1 or A* est diagonale
avec sur sa diagonale des suites géométriques dont la raison a un module strictement plus petit que
1 par la question précédente, donc la suite (AF); tend vers la matrice nulle.

De plus, I'application N € M, (R) — PNP~! est linéaire en dimenion finie donc continue, ainsi

’1a suite (W*); converge aussi vers la matrice nulle. ‘
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