
Feuille d'exer
i
es numéro 3Mé
anique du solidePC, septembre 2010[momentinertie℄ Pour tous les exer
i
es, on rappelle les moments d'inertie suivants :� tige de longueur L et de masse m autour d'un axe ∆ médiateur : J∆ = 1

12
mL2� 
ylindre homogène de rayon R, de hauteur h, de masse m autour de son axe de révolution

∆ : J∆ = 1

2
mR2� boule homogène de rayon R, de masse m autour d'un axe de révolution ∆ : J∆ = 2

5
mR2.1 Masse et 
entre d'inertieExer
i
e 1 [massetg.tex℄ Masse et 
entre d'inertie de 
ylindres. Soit un 
ylindre d'axe

Oz de rayon R et de hauteur H . Déterminer sa masse dans les 
as suivants : (1) masse volumiqueuniforme ρ0, (2) masse volumique ρ(z) = ρ0
z
H
, (3) masse volumique à symétrie radiale ρ(r) =

ρ0e
−

r

R . Déterminer la position du 
entre d'inertie des di�érents 
ylindres.Exer
i
e 2 [massboul.tex℄ Boule. Cal
uler la masse d'une boule de rayon R et de massevolumique à symétrie sphérique ρ(r) = ρ0
R
r
. Commenter le résultat obtenu.Exer
i
e 3 [solid
omp.tex℄ Solides 
omposites. On utilise deux matériaux di�érents demasses volumiques ρ′ et ρ′′ pour fabriquer les solides 
omposites suivants : (1) une boule forméede deux demi-boules ; (2) une tige 
onstituée de deux demi-tiges ; (3) un 
ylindre formé d'une âme
ylindrique sertie dans une bague :
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Déterminer dans 
haque 
as le moment d'inertie par rapport à l'axe ∆.2 Cinématique, mouvements quel
onquesExer
i
e 4 [
hute
hel.tex℄ Chute d'une é
helle. Une é
helle de masse m et de longueur Lglisse entre un mur (point de 
onta
t I) et le sol (point de 
onta
t J). On repère x l'abs
isse de
J , z l'abs
isse de I et θ l'angle d'in
linaison de l'é
helle par rapport à la verti
ale.1. Déterminer les relations entre x, y et θ.2. Quelle est la nature de la traje
toire de G ?3. Déterminer les vitesses de glissement en I et en J .4. Donner les expressions de −→

L O et de Ec en fon
tion de θ, θ̇, m et L.Exer
i
e 5 [ballheli
.tex℄ Mouvement héli
oïdal. On modélise une balle de fusil par un
ylindre de masse M de rayon r surmonté d'une tête en forme de demi-boule de même rayon
r et de même masse M . Pour stabiliser la balle, on lui imprime au moment de son éje
tion unmouvement de rotation grâ
e à des stries héli
oïdales : on dé�nit le pas de vis par le paramètre p1



exprimé en mètre par tour : à 
haque fois que la balle fait un tour, elle progresse de p mètres dansle 
anon. À la sortie du 
anon, la vitesse de G est v−→u x. Déterminer l'énergie 
inétique totale dela balle dans le référentiel du 
anon.3 Cinématique, roulementsExer
i
e 6 [
ylroulpla.tex℄ Éléments 
inétiques d'un 
ylindre en roulement (I). Un
ylindre de rayon r et de masse M roule sans glisser sur un plan horizontal, G se déplaçantà vitesse 
onstante v par rapport au plan. Établir les relations entre les grandeurs 
inématiques.Déterminer les expressions de la résultante 
inétique, du moment 
inétique en G dans le référentielbary
entrique, du moment 
inétique au point de 
onta
t et de l'énergie 
inétique de 
e solide dansle référentiel lié au plan.Exer
i
e 7 [
ylroulron.tex℄ Éléments 
inétiques d'un 
ylindre en roulement (II). Onreprend le même exer
i
e dans le 
as du roulement sans glissement de 
e 
ylindre dans le fondd'une vallée en forme de demi-
er
le de rayon R. On 
hoisit 
omme variable 
inématique l'angle θde rotation du 
ylindre. Déterminer les expressions de la résultante 
inétique, du moment 
inétiqueen G dans le référentiel bary
entrique, du moment 
inétique au point de 
onta
t I et au 
entre dudemi-
er
le O et de l'énergie 
inétique de 
e solide dans le référentiel lié au plan.Exer
i
e 8 [derapag
.tex℄ Dérapage. Lors d'un dérapage, la roue de rayon R d'une voituretourne à la vitesse angulaire ω tandis que la voiture se dépla
e à la vitesse v par rapport au solverglassé. On suppose que le ve
teur vitesse de glissement (entre le point de la roue et le pointde la route) est égal à l'opposé du ve
teur vitesse de la voiture se déplaçant sur le sol horizontal.Établir la relation liant v, R et ω. Quelle sera l'indi
ation du 
ompteur de vitesse (ta
hymètre) ?Exer
i
e 9 [2rails.tex℄Roulement entre deux rails. Deux rails �ns parallèles sont distantsde 2d. Une boule de rayonR roule sans glisser entre eux et se dépla
e ainsi à la vitesse v. Déterminerl'énergie 
inétique de la boule.Exer
i
e 10 [
oindmur.tex℄ Coin de mur. Une bille de rayon R roule sans glisser dans un
oin de mur ; on note I le point de 
onta
t ave
 le sol et J 
elui ave
 le mur. On note v la vitessede dépla
ement de la bille dans le référentiel terrestre R0. Déterminer sa vitesse de rotation ω, sonmoment 
inétique en G dans Rb

−→
L ∗

G et son énergie 
inétique dans R0. Refaire le même exer
i
een supposant qu'au sol, il y a un tapis roulant qui se dépla
e à la vitesse −→v s = vs
−→u x.Exer
i
e 11 [retro
.tex℄ E�et rétro. Une bille de billard possède un e�et � rétro � 
'est-à-dire que son sens de rotation est inverse au sens naturel qui lui permettrait de rouler sans glisserdans le sens de −→v G. Sa vitesse de glissement est −→v gl = 3

2

−→v G. Déterminer l'énergie 
inétique dela bille dans le référentiel de la table de billard.4 Lois de CoulombExer
i
e 12 [paveplan.tex℄ Équilibre d'un pavé sur un plan in
liné. Un pavé paral-lèlépipédique de masse m, de base 
arrée (a × a) et de hauteur 2a est posé sur sa base sur unplan in
liné d'un angle α par rapport à l'horizontale. Le 
oe�
ient de frottement statique est f ,l'a

élération de la pesanteur g.
aa
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a
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1. Cal
uler l'angle limite α∗ au dessus duquel le bas
ulement du 
ube est inévitable.2. Déterminer l'angle α pour laquelle le glissement est évité.3. En déduire la valeur numérique minimale de f pour laquelle au
un glissement n'est possible.Exer
i
e 13 [boulplan.tex℄ Boule sur plan in
liné. Une boule de rayon R et de masse Mroule sans glisser à la vitesse −→v du haut vers le bas sur un plan in
liné d'un angle α par rapport àl'horizontale. Déterminer l'énergie 
inétique de la boule dans le référentiel galiléen du sol. On note
f = fs = fd le 
oe�
ient de frottement au point I de 
onta
t de la boule et du plan. Déterminerles 
ara
téristiques des for
es extérieures et de leurs moments en G et en I. Même question si lavitesse de glissement en I est −→v g = −−→v .Exer
i
e 14 [rodeoh.tex℄ �Rodéo�. Un petit 
ube de masse m est posé sur le dessus d'un
hariot parallélépipédique de masse M qui glisse sans frottement sur une table horizontale. Le
hariot est relié à une paroi par un ressort de 
onstante de raideur k et de masse négligeable,et il a un mouvement re
tiligne. Déterminer l'amplitude maximale du mouvement en dessous delaquelle le 
ube ne glisse pas ; on notera f le 
oe�
ient de frottement entre le 
ube et le 
hariot.Exer
i
e 15 [applinorm.tex℄ Point d'appli
ation de la for
e normale. Un 
ube de 
�té
a est posé sur un plan in
liné d'un angle α par rapport à l'horizontale. Le 
oe�
ient de frottementest f . Étudier l'équilibre du 
ube et déterminer la position du point I d'appli
ation des for
es de
onta
t.Exer
i
e 16 [bolsetabl.tex℄ Bol sur un set de table. On prétend qu'il est possible deretirer un set de table (
'est-à-dire une petite nappe rigide individuelle) sous une assiette sanspratiquement bouger l'assiette. On adopte le modèle suivant : l'assiette A (mA est de l'ordrede 100g) est un solide posé sur un �n plateau S (le set de table, de masse de l'ordre de 10g)d'épaisseur e, lui-même posé sur une table horizontale immobile. On 
onfond les 
oe�
ients defrottement statique et dynamique, on note f 
elui entre l'assiette et le set, f ′ 
elui entre le set etla table. On observe les faits expérimentaux suivants (le le
teur pourra les véri�er en remplaçantle set par une feuille de papier et l'assiette par sa gomme par exemple).Exer
i
e 17 [sti
kslip.tex℄ Le � frotté - glissé � ou � sti
k - slip � Oral Mines-Ponts 1995Le 
onta
t d'un solide sur une surfa
e est modélisé par une loi de Coulomb dans lequel le 
oe�
ientde frottement statique est supérieur au 
oe�
ient de frottement dynamique : fs = 2f et fd = f .Le solide est relié à un ressort horizontal de 
onstante de raideur k et de longueur à vide ℓ0 dontl'autre extrémité est �xe en E. Le solide est posé sur un plan horizontal qui se dépla
e à la vitesse
−→
V = V0

−→u x. On pose ω =
√

k
m
, a = fmg

k
et on suppose (hypothèse simpli�
atri
e) que V0 = aω.

(m)
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V

GE O

l
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0
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L'abs
isse de G est repérée par l'élongation du ressort x. À la date t = 0, x = 0 et il y a nonglissement.1. À quelle date t1 le glissement 
ommen
e-t-il ? Cal
uler l'abs
isse maximale atteinte x1.2. À partir de la date de début de glissement, prise 
omme nouvelle origine des dates, quel estle mouvement de la masse ?3. À quelle date le glissement s'arrête-t-il ?4. Dé
rire le mouvement ultérieur.5. Citez quelques phénomènes physiques asso
iés.5 Mé
anique du solide5.1 Rotation autour d'un axe �xeExer
i
e 18 [pendpes.tex℄ Pendule pesant. Un 
ylindre de rayon R = 30cm, de masse m,de 
entre d'inertie G, de moment d'inertie autour de son axe de révolution ∆G J = 1

2
mR2 est en3



rotation sans frottement autour d'un axe ∆O, passant par O et parallèle à ∆G et distant de R
2
.On note θ l'angle d'in
linaison de (OG) par rapport à la verti
ale et g = 9, 81m · s−2 l'a

élérationde la pesanteur.

θ

O

G

R/2

R

1. Déterminer l'énergie 
inétique du 
ylindre dans le référentiel galiléen du laboratoire en fon
-tion de θ̇.2. Déterminer l'énergie mé
anique du 
ylindre ne fon
tion de θ et de θ̇.3. En déduire la valeur numérique de la période des petites os
illations du 
ylindre en rotationautour de ∆O.Exer
i
e 19 [rotoreq.tex℄Rotor équilibré. Une boule de rayon R = 1m est faite d'un métalde masse volumique µ = 12 000kg · m−3 et de 
haleur massique c = 1 300J · kg−1K−1. Elle estmobile en rotation autour d'un de ses diamètres. Elle est mise en rotation grâ
e à l'a
tion d'unmoteur qui développe un 
ouple de Γ0 = 100N · m et subit un 
ouple de frottement �uide −αωave
 α = 10N · m · s. Déterminer la loi horaire de la vitesse de rotation ω(t) à partir de l'arrêt.Cal
uler la vitesse limite de rotation en tr·min−1, l'énergie 
inétique de la boule une fois lan
ée etl'é
hau�ement que subira le métal lorsque, à l'extin
tion du moteur, on la laisse tourner jusqu'àl'arrêt.Exer
i
e 20 [de�mp.tex℄ Un dé� impossible. On se pla
e de pro�l 
ontre un mur, le borddu pied droit tou
hant le mur. Pourquoi est-il impossible de lever le pied gau
he ? On se pla
e dosau mur, les talons 
ontre le mur. Pourquoi est-il impossible de �saluer� ?Exer
i
e 21 [varipend.tex℄ Variation sur le thème du pendule. Pour les dispositifssuivants, déterminer la période des petites os
illations de la boule de masse m, de rayon R et demoment d'inertie J∆G
= 2

5
mR2.

θ θ θ θ

ϕ

L

R
G

O

fil fil
masse m

tige rigide de

(RSG)
(m)Exer
i
e 22 [os
iltors.tex℄ Os
illations de torsion. L'os
illateur élastique (masse m enmouvement re
tiligne horizontal sans frottement au bout d'un ressort de 
onstante de raideur

k) possède pour équivalent en rotation le système {solide en rotation autour d'un axe verti
alpassant par G, de moment d'inertie J , �xé au plafond par un �l de torsion 
olinéaire à l'axe de
onstante de raideur C }. Établir l'équation di�érentielle véri�ée par θ en utilisant le théorème dumoment 
inétique. En déduire l'expression énergétique de la loi et valider l'expression de l'énergiepotentielle donnée dans le 
ours. 4



5.2 Solides, poulies et ressortsExer
i
e 23 [poulies.tex℄ Une petite théorie des poulies.Une poulie est assimilable à un 
ylindre plein ho-mogène de rayon R, de masse M , de 
entre d'in-ertie G, astreint à tourner autour d'un axe (G, z)en général horizontal et �xe ; son moment d'iner-tie par rapport à 
et axe est J = 1

2
MR2 et onrepère sa rotation par l'angle θ. Dans la gorge dela poulie, un 
able inextensible et de masse nullepeut glisser ou pas, ses extrémités sont aux ten-sions T1 et T2.

T1

T2

θ

1. La poulie est �xe et le 
able glisse dans frotter dans la gorge. Montrer que T1 = T2.2. La poulie est mobile, elle tourne sans frottement autour de son axe et sa masse est nulle (ondit que la poulie est parfaite) et le 
able ne glisse pas dans la gorge. Montrer que T1 = T2.3. La poulie est mobile, elle tourne sans frottement autour de son axe mais sa masse est nonnulle ; le 
able ne glisse pas dans la gorge. Le 
able se dépla
e de x quand la poulie tournede θ. Établir la relation entre θ et x et entre T1, T2 et θ̈.4. La poulie est mobile, elle tourne ave
 frottement autour de son axe et sa masse est non nulle ;le 
able ne glisse pas dans la gorge. Le frottement se 
ompose d'un 
ouple de frottement solide
−Γ0

−→u z lorsque θ̇ > 0 et d'un 
ouple de frottement �uide −λθ̇−→u z. Le 
able se dépla
e de xquand la poulie tourne de θ. Établir la relation entre θ et x et entre T1, T2, θ̇ et θ̈.5. Comment prendre en 
ompte un éventuel glissement partiel du 
able dans la gorge ?Exer
i
e 24 [sys2pouli.tex℄ Système 
omplet. On 
onsidère deux poulies identiques (rayon
R, moment d'inertie J par rapport à l'axe de rotation horizontal autour duquel il y a rotation sansfrottement) reliées par un �l inextensible de masse négligeable et ne glissant pas dans sa gorge. Unemasse M est liée au �l reliant les deux poulies. L'une des deux poulies est solidaire d'un tambourde moment d'inertie négligeable et de rayon r auquel est liée une masselotte m suspendue par un�l. La masse m est abandonnée sans vitesse initiale. Déterminer le mouvement de la masselotte(on arrête l'étude lorsque M tou
he la poulie de droite).

x

z

(M)

(m)

θ θr
R

R

Exer
i
e 25 [solress.tex℄ Solide et ressorts. Un 
ylindre de rayon R et de masse M roulesans glisser sur un support horizontal. Il est relié aux deux parois verti
ales par deux ressortsidentiques (k, ℓ0) dans une 
avité de largeur 2ℓ0 selon le s
héma suivant :
θ (<0)

x (>0)

2 l0

a
RG

A

Les variables qui dé
rivent le mouvement sont x et θ. Déterminer les équations horaires dansl'hypothèse des petites os
illations. 5



Exer
i
e 26 [pouliress.tex℄ Poulies et ressorts. Dans les deux dispositifs suivants, le �linextensible ne glisse pas dans la poulie ; 
elle-
i est assimilée à un 
ylindre de masse m et de rayon
a (J = 1

2
ma2) et le ou les ressorts sont de masse nulle, de 
onstante de raideur k et de longueur àvide ℓ0.

Déterminer la période des os
illations du système.Exer
i
e 27 [ressmasq.tex℄ Ressort de masse non nulle. Un ressort de 
onstante deraideur k, de longueur à vide ℓ0 et de masse m est a

ro
hé au plafond et soutient un 
orps demasse m. Déterminer la période des os
illations.Exer
i
e 28 [roueress.tex℄Roue et ressorts. Dans le dispositif suivant, la roue est de masse
m, de rayon R et de moment d'inertie J = 1

2
mR2 et les deux ressorts de masse nulle, de longueurà vide ℓ0 et de 
onstante de raideur k. Au 
onta
t de la roue sur le sol, le 
oe�
ient de frottementest f . Au 
onta
t du plateau, il y a toujours roulement sans glissement.

x1. Déterminer la pulsation des petites os
illations dans l'hypothèse d'un roulement sans glisse-ment de la roue sur le sol.2. On impose une os
illation x = A cos(ωt) du sol. Déterminer l'amplitude des os
illationsfor
ées s'il y a roulement sans glissement. Étudier l'apparition d'un glissement.5.3 ProblèmesExer
i
e 29 [
ylplin
.tex℄ Cylindre sur plan in
liné. Un 
ylindre de masse M et de rayon
R est posé sans vitesse initiale sur un plan in
liné d'un angle α par rapport à l'horizontale. Onnote f le 
oe�
ient de frottement ; déterminer l'angle limite α0 de α en dessous duquel il y aroulement sans glissement et au dessus duquel il y a glissement. Déterminer 
omplètement dansles deux 
as (α < α0 et α > α0) le mouvement du 
ylindre, les 
oordonnées des for
es appliquéeset véri�er à 
haque fois la validité des trois 
lasses de théorèmes (résultante 
inétique, moment
inétique, énergétique).Exer
i
e 30 [billbol.tex℄ Bille dans un bol. Dans le fond d'un bol hémisphérique de 
entre
O et de rayonR, on lan
e une bille de rayon r et de masse M ave
 une vitesse initiale−→v 0 horizontaleet su�samment faible pour que la bille ne monte pas plus haut que O. Cal
uler l'angle maximalmesuré par rapport à la verti
ale jusqu'auquel le 
entre de la bille montera dans l'hypothèse d'unroulement sans glissement.Exer
i
e 31 [billard.tex℄ Billard. Une bille de billard de masse M et de rayon R se dépla
esur le tapis ave
 un 
oe�
ient de frottement f . L'axe x est l'axe de dépla
ement horizontal de labille, l'axe z est verti
al et l'axe y horizontal 
omplète la base orthonormée dire
te.6



1. On frappe la bille un peu en dessous du plan médian (e�et rétro), 
e qui donne simultanémentà la bille une vitesse initiale −→v G = v0
−→u x et une vitesse de rotation initiale en un sens opposéau sens �naturel� −→ω = −ω0

−→u y. Établir les lois x(t), ω(t) et vg(t) dans la première phase dumouvement (ave
 glissement) ; en déduire la date de �n de glissement et dé
ire le mouvementultérieur. Montrer que la bille peut revenir en arrière si ω0 est assez grand.2. On frappe la bille un peu au dessus du plan médian (e�et 
oulé), 
e qui donne simultanémentà la bille une vitesse initiale −→v G = v0
−→u x et une vitesse de rotation initiale dans le sens �na-turel� −→ω = ω0

−→u y supérieure à la vitesse 
orrespondant au roulement sans glissement, don
telle que ω0 > v0

R
. Établir les lois x(t), ω(t) et vg(t) dans la première phase du mouvement(ave
 glissement) ; en déduire la date de �n de glissement et dé
ire le mouvement ultérieur.Con
lure sur l'utilité de 
et e�et.Exer
i
e 32 [et
he
h.tex℄ Étude de la 
hute d'une é
helle. Une é
helle assimilée à unetige de longueur ℓ et de masse m est initialement posée 
ontre un mur, quasiment à la verti
ale.Son pied P 
ommen
e à glisser sur le sol, son extrémité E restant au 
onta
t du mur ; on note xl'ab
sisse de P , y l'ordonnée de E et θ l'angle d'in
linaison de l'é
helle par rapport à l'horizontale.Quelle est la nature de la traje
toire de G ? Déterminer les expressions de x et de y, les vitesses deglissement en P et en E, la résultante 
inétique, le moment 
inétique en O et l'énergie 
inétiquede l'é
helle dans le référentiel du sol en fon
tion de θ, θ̇, m et ℓ.Exer
i
e 33 [tabouret.tex℄ Tabouret à vis. Le siège d'un tabouret de piano est 
onstituéd'un plateau 
ylindrique de masse M et de rayon R et d'un axe verti
al �leté de masse négligeablevissé dans un so
le immobile. On note p le pas de vis exprimé en mètre par tour. Le mouvement estrepéré par l'angle de rotation du plateau θ et par l'altitude du plateau z. Lorsque le plateau tournedans le sens trigonométrique vu du dessus, l'axe se dévisse et le plateau monte. Un frottementlinéaire s'exer
e au niveau du pas de vis et son a
tion se ramène à un 
ouple de frottement

−→
Γ = −λθ̇−→u z. On donne une impulsion initiale au plateau quand il est en bas : θ0 = 0, z0 = 0 et
θ̇0 = ω0. Établir les équations horaires θ(t) et z(t). Faire un graphe d'évolution temporelle de z.Exer
i
e 34 [spherlest.tex℄ Sphère lestée. Sur la surfa
e d'une sphère de rayon R et demasse M , on pla
e en A un lest pon
tuel de masse m. On note C le 
entre de la sphère. On pla
ela sphère sur un support horizontal et on suppose que le plan passant par C, A et I le point de
onta
t est verti
al. Déterminer la période des petites os
illations.Exer
i
e 35 [tartine.tex℄ Tartine beurrée. Un tartine beurrée de 
entre d'inertie G, demasse m, d'épaisseur 2e et de moment d'inertie J par rapport à l'axe (G, y) est posée sur lebord (I, y) d'une table. On note a le �porte-à-faux�, 
'est-à-dire la distan
e entre I et le projetéorthogonal de G sur la base de la tartine. On note θ l'angle dont tourne la tartine par rapport àsa position initiale horizontale sans vitesse initiale. On note f le 
oe�
ient de frottement entre lebord de la table et la tartine.1. Déterminer θ̇ et θ̈ en fon
tion de θ at des 
onstantes du problème.2. Dresser les graphes donnant N et T en fon
tion de θ.3. La tartine dé
olle-t-elle avant de glisser ou est-
e l'inverse ?Exer
i
e 36 [automobile.tex℄ Modèle d'une automobile. On modélise une automobilepar deux 
ylindres de même masse m, et de même rayon R, de 
entres C1 (roue avant) et C2 (rouearrière), solidaires grâ
e à des liaisons pivot parfaites à une tige C2C1 de 
entre G, de masse Met de longueur L. L'axe x est l'axe horizontal de la route dans le sens −−−→C2C1, l'axe z est verti
al etl'axe y horizontal 
omplète la base orthonormée dire
te. L'a
tion du moteur se ramène à un 
ouple
−→
Γ = Γ−→u y. On suppose que les roues roulent sans glisser et on note f le 
oe�
ient de frottement.La voiture est une �tra
tion avant�, 
'est-à-dire que −→

Γ s'exer
e sur la roue avant.1. Établir la relation entre entre les vitesses de rotation des disques et la vitesse de dépla
ementde la voiture.2. Par appli
ation du TPC, déterminer l'a

élération de la voiture.3. Appliquer le TRC à l'ensemble de la voiture.4. Appliquer le TRC à l'ensemble de la voiture.5. Appliquer le TMC en G dans Rb à l'ensemble du véhi
ule.7



6. Appliquer le TMC à 
haque partie du véhi
ule.7. On suppose pour simpli�er que m ≪ M et on pose Γ

R
= F . En déduire des expressionsappro
hées des 
omposantes des a
tions de 
onta
t au niveau des roues. La roue avant peut-elle dé
oller ? La roue arrière peut-elle dé
oller ? La roue avant peut-elle glisser ? La rouearrière peut-elle glisser ?Exer
i
e 37 [bildrail.tex℄ Bille roulant dans un rail 
ir
ulaire mobile. Les points Pet P ′ sont atta
hés en O par des �ls inextensibles de masse négligeable, 
e qui permet au railquart-
ir
ulaire d'os
iller autour de l'axe horizontal passant par O. On pose OA = ℓ, M la massedu rail, J ′ = MR2 le moment d'inertie du rail par rapport à son axe de rotation, −→N et −→T les for
esde réa
tion du rail sur la sphère en I, m la masse de la bille et J = 2

5
mr2 le moment d'inertiede la sphère autour de son axe passant par son 
entre C. Les in
onnues angulaires sont α l'angledont a tourné C par rapport à la position de repos de la sphère, θ l'angle dont la sphère a tournéautour de son axe propre, et β l'angle entre la verti
ale et OG.

α

β

G I

P

P’

R

r
l

θ
C

O

ur

u

uz

θ

On suppose que la bille roule sans glisser dans le rail. Établir les trois équations di�érentielles liantles trois variables angulaires α, β et θ.Exer
i
e 38 [bilsspher.tex℄ Bille roulant sur une sphère. Une bille de masse m, de rayon
r, de moment d'inertie par rapport à un axe passant par son 
entre G J = 2

5
mr2 roule sans glissersur une sphère �xe de 
entre O et de rayon R. À la date t = 0, la bille est posée sans vitesseinitiale sur le sommet de la sphère. L'angle de rotation de la bille autour de son axe est α, l'angleentre la verti
ale (O, x) et −−→OG = (R + r)−→u r est noté θ.

θ

α

x

y

u r

uθ1. Donner la relation entre α et θ dé
oulant de la 
ondition de roulement sans glissement.2. É
rire le théorème de la résultante 
inétique sur la bille.3. É
rire la 
onservation de l'énergie mé
anique de la bille entre θ = 0 et θ quel
onque.4. En 
ombinant les trois équations s
alaires, montrer que le dé
ollage de la bille a lieu lorsque
θ atteint une valeur θ∗ qu'on 
al
ulera. 8



Exer
i
e 39 [tonneau.tex℄Mouvement d'un tonneau sur la plate-forme d'un 
amion.Un tonneau 
ylindrique, de masse m, de rayon b, de moment d'inertie autour de son axe de révo-lution 1

2
mb2 est posé sur le plateau horizontal d'un 
amion qui a

élère ave
 une a

élération

−→a = A−→u x. Le 
oe�
ient de frottement statique est pris égal au 
oe�
ient de frottement dy-namique, soit f . Le plateau a une longueur d.
A

b

d

Déterminer les valeurs d'a

élération du 
amion pour lesquelles il y a roulement sans glissement,
elles pour lesquelles il y a glissement, établir dans les deux 
as l'équation horaire du mouvementdu tonneau sur le plateau, et la distan
e L par
ourue par le 
amion lorsque le tonneau va entomber.Exer
i
e 40 [timo
henko.tex℄ Ma
hine de Timo
henko. Dans le dispositif suivant, lesdeux 
ylindres tournent dans deux sens opposés, à la même vitesse angulaire ω. La plaque poséedessus a une masse m et une longueur L. Elle reste horizontale et on repère sa position parl'abs
isse x de son 
entre d'inertie G (x = 0 
orrespond au point milieu).
0 x x

G

ωω

L

On note f le 
oe�
ient de frottement statique ou dynamique entre la plaque et les 
ylindres.Montrer que la plaque os
ille horizontalement. En est-il de même si on inverse le sens de rotationdes 
ylindres ?Exer
i
e 41 [plongeoir.tex℄ Plongeoir.Un plongeoir est modélisé par une plan
he delongueur 2L, tournant sans frottement autourd'un axe horizontal passant par A. Elle estretenue en son autre extrémité B par un ressortde 
onstante de raideur k et de longueur à vide
ℓ0, tel que à l'équilibre la plan
he est horizontale. A

B

(k, l0)

position d’equilibre 
(AB horizontal)

E  (fixe)

masse m, longueur 2LDéterminer la période des petites os
illations de la plan
he.Exer
i
e 42 [portiere.tex℄ Fermeture d'une portière de voiture. La portière avant droited'une autombile est assimilée à une tige horizontal de longueur L, de 
entre d'inertie G, de masse
m et de moment d'inertie autour d'un axe verti
al passant par G JG = 1

12
mL2. Elle tournesans frottement autour d'un axe passant par O, position de la 
harnière et on note θ son angled'ouverture par rapport à l'axe de la voiture. À t = 0, la voiture est immobile, θ(0) = θ0 et lavoiture démarre ave
 une a

élération −→

A = A−→u . Étudier le mouvement de la portière et montrerqu'on peut observer sa fermeture.Exer
i
e 43 [bars
yl.tex℄ Glissement d'une barre sur un 
ylindre. La barre S delongueur 2ℓ et de masse m roule sans glisser sur le 
ylindre C de 
entre O et de rayon r. Onnote I le point de 
onta
t entre la barre et le 
ylindre, f le 
oe�
ient de frottement, g l'a

éléra-tion de la pesanteur et θ l'angle entre la verti
ale et le rayon [O, I].9
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1. On suppose la barre en équilibre.(a) Déterminer les 
omposantes de la réa
tion du 
ylindre sur la barre.(b) En déduire la relation entre θ et f .2. On étudie maintenant les mouvements de la barre. On note α la valeur de θ quand G = I.(a) Exprimer −→IG en fon
tion de r, α et θ.(b) En déduire les 
oordonnées xG et yG de G dans la base 
artésienne et 
elles ẋG et ẏGde son ve
teur vitesse −→v G.(
) Donner l'expression de l'énergie potentielle de pesanteur de la barre en prenant Ep = 0pour θ = 0.(d) Donner l'expression de l'énergie 
inétique de la barre.(e) Justi�er et exprimer la 
onservation de l'énergie mé
anique.(f) Montrer lexisten
e et l'uni
ité d'une position d'équilibre stable et déterminer la périodedes petites os
illations autour de 
elle-
i.Exer
i
e 44 [
abmoto.tex℄ Cabrage d'une moto. On modélise une moto par trois solidesdistin
ts :1. la roue arrière de rayon R, de masse m et de moment d'inertie autour de son axe J1 = 1

2
mR2est en rotation autour de O1 et soumise de la part du moteur à un 
ouple de moment résultant

−→
Γ ;2. la roue avant de rayon R, de masse m et de moment d'inertie autour de son axe J2 = 1

2
mR2est en rotation autour de O2 ;3. le 
adre est un segment O1O2 de longueur L, de masse M et de 
entre G, englobant lemoteur.Le 
oe�
ient de frottement entre 
ha
une des deux roues et le sol est noté f . On note θ1 et θ2 lesangles de rotation des roues de la moto et x l'abs
isse de la moto sur un sol horizontal. Étudierle mouvement de la moto, étudier les 
onditions de roulement sans glissement au niveau des deuxroues et étudier la 
ondition de 
abrage, 
'est-à-dire de soulèvement de la roue avant.Exer
i
e 45 [attwood.tex℄ Ma
hine d'Attwood. Dans les deux dispositifs suivants, lapoulie est parfaite, 
'est-à-dire que la norme de la tension du �l de part et d'autre est iden-tique. On distingue les poulies de masse nulle, où la rotation de la poulie lorsque le �l se dépla
ene s'a

ompagne d'au
une énergie 
inétique, et les poulies de masse non nulle, où la rotation de lapoulie se fait sans glissement du �l dans la gorge, et où il faut tenir 
ompte de l'énergie 
inétiquede rotation de la poulie assimilée à un 
ylindre.

10



D

d

(I)

(II)

α

(m)
Μ1

Μ2
(m)

(m1)

Μ1
Μ2

(m2)1. Dans la situation (I), la poulie est sans masse. Le système est initialement immobile. Onnote f le 
oe�
ient de frottement dynamique entre M1 et le support horizontal. On note
d la distan
e par
ourue par M1 jusqu'au 
onta
t de M2 ave
 le sol et D la distan
e totalejusqu'à l'arrêt. Donner une expression de f .2. Dans la situation (II), étudier le mouvement quand la poulie, de rayon R, est sans massepuis quand elle est de masse m.Exer
i
e 46 [des
frein.tex℄ Des
ente freinée. Un 
ylindre et un pavé de même masse msont posés sur un plan in
liné, le 
oe�
ient de frottement entre le pavé et le support, entre le
ylindre et le support, entre le 
ylindre et le pavé est égal à f . Déterminer le travail δW né
essaireà la des
ente à vitesse 
onstante de dx des deux objets (on pourra supposer que le 
ylindre roulesans glisser et travailler pendant dt).Exer
i
e 47 [
huttige.tex℄ Chute de tiges.1. Une tige re
tiligne de masse M , de longueur L et de moment d'inertie J = 1

12
ML2 autourd'un axe passant par G, est initialement verti
ale, posée sur une table horizontale. Son pied,initialement en O, 
ommen
e à glisser, il n'y a pas de frottement. On note x l'abs
isse dupied, y l'altitude de G et θ l'angle d'in
linaison de la tige ave
 la verti
ale.(a) Pourquoi peut-on 
onsidérer que G reste toujours à la verti
ale de O ?(b) Établir les relations entre x, y, θ et L.(
) On 
hoisit 
omme in
onnue prin
ipale θ. On donnera don
 les résultats en fon
tion de

θ et de ses dérivées et en se débarrassant de x et de y. Donner la vitesse de glissementau niveau du pied.(d) Donner l'expression du moment 
inétique de la tige en G dans Rb et en O dans R0.(e) Donner l'expression de l'énergie 
inétique de la tige dans Rb et dans R0.(f) Établir l'équation di�érentielle véri�ée par θ.2. Une tige re
tiligne de masse M de longueur L et de moment d'inertie J = 1

12
ML2 autourd'un axe passant par G, est initialement verti
ale, posée sur une table horizontale. Son pied,
aout
houté, reste immobile en O. Elle 
ommen
e à tomber. On note x l'abs
isse, z l'altitudede G et θ l'angle d'in
linaison de la tige ave
 la verti
ale.(a) Établir les relations entre z, θ et L.(b) On 
hoisit 
omme in
onnue prin
ipale θ. On donnera don
 les résultats en fon
tion de

θ et de ses dérivées et en se débarrassant de x et de y. Donner l'expression du moment
inétique de la tige en G dans Rb et en O dans R0.(
) Donner l'expression de l'énergie 
inétique de la tige dans Rb et dans R0.(d) Établir l'équation di�érentielle véri�ée par θ.Exer
i
e 48 [frendera.tex℄ Freinage et dérapage. Une roue de voiture est assimilée à un
ylindre de masse m et de rayon R de moment d'inertie par rapport à son axe de révolutionpassant par G J = 1

2
mR2. Elle roule sans glisser sur un plan in
liné d'un angle α par rapport àl'horizontale. La vitesse de son 
entre, à la date t = 0, est −→v = v0

−→u x. L'a
tion du frein s'assimileà un 
ouple de moment −→Γ = −Γr
−→u z . On pose −→ω = ω−→u z = −θ̇−→u z.11



α

Γ
x

y

z

1. Donner les 
oordonnées des for
es −→T , −→N et −→P , de −→v G et de −→
GI.2. É
rire la 
ondition de roulement sans glissement en I.3. Déterminer la valeur minimale de Γr pour qu'il y ait freinage.4. Déterminer les expressions de T et N en fon
tion de Γr.5. En déduire la valeur maximale de Γr pour qu'il n'y ait pas glissement.6. En déduire pour quelles valeurs de α le freinage est possible sans glissementExer
i
e 49 [metronom.tex℄ Métronome.Un métronome est 
onstitué d'une tige de massenégligeable et de longueur L, ave
 une masse mà son extrémité A, une masse M à son extrémité

B, en rotation sans frottement autour d'un axehorizontal passant par O.
θ

Ο

B (M)

A(m)

x

L−x1. Dans quel 
as θ = 0 est-il position d'équilibre stable ?2. Déterminer dans 
e 
as la période des petites os
illations.Exer
i
e 50 [billesup.tex℄ Cylindre équilibriste. Un 
ylindre de masse m, de rayon R, demoment d'inertie par rapport à son axe J = 1

2
mR2 est posé sur un blo
 os
illant parallélépipédiquehorizontal animé d'un mouvement os
illatoire −→

OA = a [1 − cos(ωt)]−→u x. On note f le 
oe�
ientde frottement statique et dynamique.
x

z

O A

y

1. À quelle(s) 
ondition(s) y a-t-il roulement sans glissement ?2. Sous 
ette 
ondition, quel est le mouvement du 
ylindre ?
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